
Clustering for Edge-Cost Minimization

[Extended Abstract]

Leonard J. Schulman
�

College of Computing
Georgia Institute of Technology

Atlanta GA 30332-0280

ABSTRACT���������
	��������������	�������������������	��� ��� ���!� "!�#$�%�����&���(')�*�� "!����& "!����
+ �",������-	���./���0�1�2�����3 "!� ��3 �4��������5��,��6.���71�-	8���"�9 "!���	�� + �",������-	����� "	�������:�� "!�����.&���8����� + �����;�1����� +  �������=<5 ����=��� + �>���� "	�?@�A�)�������� "!�;	���!������B �4����C���D��	���E� ��)���� ���!�����#1��	� ��������F��	G���D ��8�D	����D�����6.
�H��	����� + �1���I�J,D! + �� ���!��0KLL�M K1N���!��OK L .����5<5���"�&������!�P + �����5�Q,�! + �� ���! ����1�)����	� + ���"��P=���R�*�����D���D���B "!>K LL ?SQ!T�����VUXW + �",������-	 + �1���V�����=����#���	� ������ + �1�3��,�������.Y<5 ����Z�D �#����	��������� "�" J��P�.B�V�����",��� ���!T<5�� + �[�9 "\*�-	��C "!] ����O�����:�-�"�" "!*#^���B!���Y��	���������!Z��!Z_A�J	�� + �� ���!Z���)�����`�:�� "!�����.R�Q	����a� + �",������-	� "!�#<5������� + �����0 ��R<5 ����� "!^b�c�dV_1e0�� ��)���R������ ��Y���F?gf0 �7���!=�)h�E9������D��	���E� ��)���� ���!A����	��1�)�����-	I_
./������	�,D!��� ��)�; ��8�" "!�����	; "!i'O�F��	�K LL��	����������)�����&�9 ��)�-!��� ���!�jDbQ���1#�'*kl����#����1#�'*e-m���!��>'2n2o p q�rDp q�r*s�t2 "!�����R#���!��-	���� + �����1?u5��� + �1���3K�LL  ��3�1�D�9	����������A��P + ���R�D "!� "!�#�����	����$�-�����)�-!�����vYbF�9ew8��	� ����D����Wx��	��������� ��" Q�yP>�����3���" "!�#6���(�����R#� �7���!C�*�� "!�����.����3	����9, + ������C�� �4�C���%�����$�D�1���A������?VbQ�:e3z;���	�WF ������)���	� + �
 ��)��!��� ���!^	��-W�9, + �� ���!(?)b + e5{Z�������-	��3 "!� ����� + �E9� + �%����#���	� ������|<5�� + �>	�,�!��� "!�� ��Y�R��E��*��!��-!��� ����� "!i�����R�9 ��)�-!��� ���!}bQ	��������-	%������!�������!9,��R�*�-	���&�*�� "!�����e-?�u5���;	����)�� "!D "!�# + �1�����;��	��R�����
	���������`��P)	����9, + �� ���!���BK�LL ?

1. INTRODUCTION��� + ��!��� ����-	Y�����B�D	����D�����|��� + �",������-	� "!�#D.8��	 + �������� "�HP� "!�#�.5�$��������8�D�1���)�*�� "!����%~;?����",������-	� "!�#$ �����,��� ���,D �����,��R�D	����D����� "!��������!�����P9�� ������*����	�#1�0�������R�������?5SF�&��	� ������G<I���-!���7���	5�����-	��5 ����;!���������Y��	�#���!D ����Y�D�1�����:�� "!����0��P6�� ��3 "����	� ��yP�.(��!��C ��D�-!��� "�HPC���1�����-	�!���?u5���;<5 ����R7���	� �����P6���������D�" + �1�� ���!*�;��	�� + �",������;��!�PO�� "!�#����B�)�1���DW��)���� + ���2�F��	���,������� ���!����������;��	����������C?G�>��!�P$����	��� �#������F��	�<5��	���H��	��R,D���1�� ���!��>��	���.G���$������ ��3 �4��1�� ���!Z��	����������)��.%z;�&W + ���3����������?SF�� ��8�����-	��-�F��	�� + 	� ��� + ���(���; ��D�-!��� "�HP)� + �",������-	� "!�# + 	� �����	� ���!6<5�D + ���!>�����;��!��;����!��C ��B�-�Q���$�-!���,�#��>���3�:�0,����-�Q,��2 "!>���D���" + �1�� ���!*��.��!�����!������)�1������	R����!��A ��6�F���9���F�9��������!���,�#��V�����1�R������ ��)���I��	!�����	�W������� ��Y��� + �",������-	� "!�#1� + ��!)�*�5�-� +  ��-!�����P + �1�3��,������*?GSH!Y���D ��
�1� ,����*��	������� "!�����	�����P���!�z �9� �I{%�����8� #�	���!���?
�9���9���� �¡�¢�£9�1�&¤�¥9¡�¦/§9���8¤�§�¨��

�����*�-	@<5�0��	����:�����B��, + ��� + 	� ����-	� ���!(?��A�R�����)��!�����	��1���� �����71�-	�W������ "�" ��yP`��P6������<5 "!�#�����<Z7���	� ���,��R�1�����-	 + �",������-	� "!�# + 	� ����-	� ��$	��-W�9, + �R���R ���m���!��O ����5�1�)�-!����� "�" ���P>��� + ���B�D,������� ���!>��P3�D	���7� ��9 "!�#�)�F�� "	���P>��� +  ��-!��R����#���	� ������© ��D��!��� "�FP� "!�#>!�����	�Wy������ ��)��� + �",������-	�W "!�#���?ª��	�, +  ����"��P�.B�����C	�,D!��� ��)�����B�����>����#���	� ������«#�	���<��C��!���P�)�9���-	���������P>��7��-!> "!>,�!9�*��,D!��D��=�
 ��Y�-!��� ���!^bQ	��������-	%������!���,��QW�F�-	� "!�#;������,���,������E��*��!��-!��� ����I¬ + �1���� "!��1����	� ����2�E��D���1�� ���!�9e-m���!�� "!>�Y�9�D�-	��1���3�9 ��)�-!��� ���!}bQ,��>���R����#R® ~R® k����1#�����#R® ~R® e-.9 ��I	�,�!��I "!�" "!�����	B�� ��)�1?
���)���������R��!�����#��-W + �1���3�3 "!� ��3 �4��1�� ���!¯�����D	��1� + �V���$����� + �",���W���-	� "!�#°��	����������C?ª{ + �1���C±(²�³ ´A �� + ����	�#����µ�H��	>�7��-	�PV���� "	>����*�� "!����)¶ M¸·O¹ ~Z������ �#�!��������O�����B�����)� + �",������-	�?)byº;�����-	R���-	��Y��F��	R��, + ��� + �����%��	���¬�<5�- �#�����D.%¬x�*��!�������P9D.@¬��-!��-	�#�P9�.;¬y�
 ����� ��BW "����	� ��yP9µ��!��ª¬��9 �������! + ��D? e»±µ "! + 	���������6<I ����¯�
 ����� ��B "����	� J��P^����*�� "!�����.2����������,�#��A ��� ��0!����5!�� + ��������	� "��P��)�)���	� + ?�u5��� + �",������-	�W "!�#C������¼6 ��;���3����	��� ��� ���!V~^ "!���� + �",������-	��R½V��!��T¾½�¿À~°ÁÂ½°����������R�����)��������� + �1���; ��R�3 "!� ��3 �4����*?>SQ!=�1������	B<5��	�����.2 "��<5�B���-Wh�!��5±&by½&e8¿ÀÃ ²�³ ´�ÄDÅ ±(²/³ ´
.1�����8������¼R ��&���5h�!��B�0����	��� ��� ���!>by½ M ¾½&e�3 "!� ��3 �4- "!�#A±&by½&e&dV±�b ¾½&eRbF<5�D + �=<G�R<I "�"�G�������6<5	� ����3±&by½ M ¾½8e�e-?�>��	��B#���!��-	����"��P>�����B������¼6 ��;���3h�!��>�=¬�Æ9WF����	��� ��� ���!�C "!���� + �",���W���-	��6Ç�½ N M�È�ÈÉÈ�M ½lÊ1ËA<5���1���>��,��Ì��� + �������) ��$�3 "!� ��)���B�1�)��!�#=Æ9W����	��� ��� ���!���?
u5���Y���D#1�-W + �����R���D��	���� + �}��\*�-	��R��<G�O�*�-!��-h�����? �  "	�����.l�" "¼/�C��!�P������	���� + �> "!><5�� + ����!>���DÍÎ� + �� �7��R�Q,�! + �� ���!> ��������:�R������ ��3 �4����*. ��;���"����<0� + �",������-	� "!�#>����#1��	� ������)�B�����:� + �1�3����	����>�*��������!������������ ��C���R�����- "	$	�,D!��� ��Y���C��!��}��!^�����O������ ��6���@�����>��,����" ��yPµ��������- "	���,�����,��;bQ!����Y�-��P$<I���������-	�������PRhD!��$��!6������ ���,��»��	G��!���P������	���E� ��Y�����-��P}������ ���,��Ï����	��� ��� ���!(m;��!���<I���������-	$���� ��3 ��)� + W+ �1�3�D�" ��������Z<5 ���� + �-	����� "!��yP^��	6��!���Pµ<5 ����^�� �#��^��	��������� "�" Q�yP�e-?� � + ��!��*.9<5�&hD!��3��,��&�Y��	��5������!%Í�,����2<5���1�2 ��&�����&�*�����2����	��� ��� ���!<5 ����)	������*� + �����%�����G����������� + 	� ����-	� ���!(?5u5����	����� ��R±&by½ M ¾½8e�k�±&bF~�e-.��	Y±&by½2N MÈÉÈ�ÈÉM ½ Ê e�k�±&bF~�e-.8#� �71���)��!° "!��9 + ���� ���!]���R�����$��,����" ���PV��������3����	��� ��� ���!(vB�����)� + �� ���7��������O	��1�� ��>�)��P>#�,� ��D�$����� + ���� + �)��������A�)�1���$�����D	����D	� ��1���°Æ*.5 "! + �",��9 "!*#^�����`�:������ "�� "�" Q�yPÀ�������$!������	��� ��� ���!� "!�#°��P��*�1�������� ��$ ��)��,��D�*��	������°��P������6�D�1���°bFÆ}¿ÐcXe-?{��;���� ��;����7����8���G#��-!��-	����" ��yP�.2����<5��7���	�.2�����-	��R ��;!��$<5��PC���)h�!����!¯������ ���,��Ì����	��� ��� ���![<I �������,��C��!^��E�����,����� �7�����E9�1�3 "!��1�� ���!���6���"�6UDÑ Ò2Ñ Ó N bF��	�#���!��-	����"��P � �� "	��" "!�#À!9,����*��	�.)��� + ��!��Z¼9 "!��l.½ Ñ Ò2Ñ ³ Ê)Ô Æ(Ñ Ò(ÑÉe&����	��� ��� ���!��3���&������ "!��D,��;�����?SH!����D ��&�����*�-	G<5����	���7� ��D�R��!)�-� +  ��-!���	���!������3 �4���$�����D	���E� ��)��W�� ���!�����#���	� ������»�F��	 + �",�������	� "!�#6<I ����6	������*� + �0���Y��	���!�#1�3��� + �1����Q,�! + �� ���!��;±&?&u5�D ��8 ��0� + �� ���71���C��P)� + ���R�D "!����� ���!����������3���" "!�#�m!�����	�WF ������Y����	� + �9 ��)�-!��� ���!6	����
, + �� ���!2m���!��3	����9, + �� ���!$���%�����5 "!�W���-	������� "!�#B���*� +  ���� + �����5 "!$<5�D + �6±) ��5����������,���	������(�R�&, + �" ��D����!�)����	� + bF<5	� ������-!>K LL e-?�u5�D �� + �����B� +�+ ,��D ���R����� + �-!���	����&�D��� + �� "!��,�	����D��	���� + �(?�ÕG���� ��D��IKLL <5�������
	�����0�������)��!�P + �������J,D! + �� ���! ������Y����	� + ���"��PV���R�*�������������O "!�K LL .� "! + �",��
 "!:#`K N ��!��>K L ?YbFz;����	



 ����1�)����	� + ����*��D�9 "!�#6<5��,����>�������)�*�B��,�� +  ��-!���? e)�C, + �����8����������:�-	R�F� + ,��������;,��*��!V��!=����#���	� ������|<5�D + �(.l�F��	R��!�P>��, + � + ������J,D! + �� ���!���!��6��!�P)h�E9���>_ M�Ö .D#� �7��-!�� + �",�������	� "!�#)��	����������×��!�'�:�� "!����5 "!6��!�P)�9 ��)�-!��� ���!(. + ���B�D,������� "!6�� ��)�@' n(o p q�rDp q�r*s�t ./<I ������	��������� "�" J��P^���)�����1���AcBÁ Ö .��VU�W + �",�������	� "!�#}�����1�� ��V¬y_XW + ���1�������6������ ���,��C?�SQ!=�����$���*� +  ���� + �1���O�������R±}¿ZK LL ��!��V�������R������9 ��)�-!��� ���!^ ��$j�bQ����#G'lk2����#8����#�'*e-.8�����$	�,D!��� ��Y�C ��3�" "!����	$ "!]'2?u5�����&��,D	8��,�����,��& ��R¬�_�W + ���1����R���;������ ��)���*�)����!��&�������&�� ������-	8 ����+ �����& ���<5 ����� "!Ab�c
d�_1e2�� ��)��������� ��)���Fm���	& ���� + �1���� ��&�������8������!$��!_;�J	�� + �� ���!����&����� + ���������������R��	� �#� "!����8�������)��!��$ ��0�9 "\*�-	��5�Q	��1���!B������ ���,�� + �",������-	� "!�#; "!3 ����*�����*���"�" É!�#3�������(�)�����(��!B_&�Q	�� + �� ���!���*�����I�:�� "!�����?8�>��	�����	�� +  �������P�.D "�*±(ØyÙ¸Ú� ��8����� + �����8���*��!)������ ��)���+ �",������-	� "!�#D.���!���½Â ��;����� + �",�������	� "!�#>�������� ��;��,�����,���.(������!2v%bF�9e® ±&by½ M ¾½�e�Á>± Ø�Ù�Ú ®
Û}_�±&bF~�e0bF<5�D + �C ��B�D�" ����%�����1�5 "�&± Ø�Ù�Ú�Ü _�±&bF~�e�����-!�±(Ø�Ù�ÚI ��R�R,����� "�D�" + �1�� Q71�-�JP°���D��	���E� ��)������°���$<5 ����� "!=�F� + ����	b�cGd=_1e�e-m���!��=bQ�*e� "�8± Ø�Ù�Ú ÛV_�±&bF~�e5������!������;�Q	�� + �� ���!����&�*�� "!����<5�������6�)���R�*�-	����� "�^�R,����3�:�O��<5 �� + ����°�*���y<5���-!¯½^��!��Ý¾½µ "!��	��D��	$��� + ��!�71�-	��Y½Þ "!����>��!}������ ��)��� + �",������-	� "!�#D.8 ��3�������)������!_9?$b � ��	BÆ=ßTUO�����3h�	����R���G��������O#�,���	���!�������� ��R������<I!(? eÂu5������ + ��!��=#�,���	���!������O ��B�����*� +  ����"��P= ��3�*��	�����!���.8�� "! + �C<5�B�)��P>�*��Y�����3 "!����-	���������° "!}�����O	�����,������)�D	�� +  ����-��PV<I���-!}��#��9�9� + �",���W����	� "!�#>���5�����)�������C�E� ������ObF�1�R�� �#�!� "h����=��P>±(Ø�Ù�Ú�àÀ_�±&bF~�e�e-?YSH!���� �� + �����)�����)#�,���	���!������)��	���7� ������B�����1��.&������,�#��������)����� ��)���������±(Ø�Ù�Ú��)��PC�*�3 "!�� +�+ ,�	������1.������)� + ��,���� + �",������-	� "!�#A��,�����,��R��P�����R����#1��	� ������×<5 "�"���
 "\*��	;�Q	��1�������;������ ��)��� + �",������-	� "!�#C��!���P) "!�����R�3 ��������*�-�"�� "!*#>���8�)71�-	�P$���)���"�(�Q	�� + �� ���!����8��,����" ���	���?{%�5�R��P�Wx��	��9�9, + ��.������%��� + ��!��6#�,���	���!�����3�������3�D	���7� �������7����" �����W�� ���!)������,D	 + �",������-	� "!�# + 	� ����-	� ���!2?Gu5���1�l ��2�*� + ��,����� ��&�����������" ����������������.9 "�8�����;������� + ��!$�*� + �",������-	����67��-	�P$<5�-�"�(� +�+ ��	��9 "!�#O���B��,�	+ 	� ����-	� ���!(.;�����-!}��!�PV#1�9�9� + �",������-	� "!�#µ�������)<5�6��,����D,��$�)��¼/����6�)����!D "!�#��Q,��%�����������Y�-!��3���*��,��B�����)��������.2�*� + ��,����C��!�P>#1�9�9�+ �",������-	� "!�#A����	��� ��� ���!��)�����)�*�� "!����R "!}�����)�1���3�����)���1�)�$<5��P>��������R������ ��)���8��!���?SF�2 ��5<5��	����)���B�D������ �4- "!�#$�����1������� + �",������-	� "!�# + 	� ����-	� ���!6±6���*���������#���	� ������» ���.D "!i��!6�����D�" + ���� ���!�.��" "¼9�-��P>���R�*�;��!D��P$� + 	�,��D�R���DW��	���E� ��)���� ���!}������!> ��D�����5��,��; "!���	�� + ���������$�����D�" + �1�� ���!DWy���*� +  Éh ++ 	� ����-	� ���!(m&��!��������1�;������,����-�Q,��"!�����3���5�����3����#���	� ������|<5 "�"�&	������,��*��!$�����5 "!����-!��� ��� �7� Q�yPO���*����� + �",������-	� "!�#B������¼Y���;���� ��8�)�9�
 "h + ��W�� ���!> "!=����� + 	� ����-	� ���!2?%á;��<5�7��-	�.� �� + ��!D!������*�������:���>�����1�;����������� ��Y��� + �",������-	� "!�#1��� +�+ ��	��
 "!�#B���R������ �������� + 	� ����-	� ���!6��!��)���R±&.<5 "�"�(��#�	����;��!$��,����" ��-	���m*�����-	��-�F��	���.9�3 ��������*�-�"�� É!�#$���(�B���)���"�*�Q	�� + W�� ���!=���5��,����" ���	��R<I�� "���$���� "�"�5�������� "!D "!�#>�)����< + ����� + �",������-	� "!�#> ����!6� +�+ ���������D���B��� + 	� "h + �;�F��	������;����¼/�;���&��!6�-� +  ��-!�������#1��	� ������C?� ��	B����� + �����$���5�)���	� + ����� + ����.&��!�������	���E� ��Y���� ���!¯����#1��	� �������H��	B�)�1E + ,��)bQ F? ��?&Æ�¿»U�e0�����R�*����!=�D	���7� ������= "!V	�� + �-!��; "!��D��W�:�-!����-!���<5��	�¼}��P � ��	�!���!�����4V�D�>���µw8��#1�°��!��]âR�-!�P1��!ªãÉcä�åbQ��,� "���
 "!�#Z,D�*��!©ã U
m>cXU
m�c�æ�åHe-?Ì�>�1E + ,��µbF�)�1E� ��3 �4��1�� ���!»���±&bF~�e*Á>±&by½ M ¾½�e�e� ��Gz;�&W + ���3���������)ã æDc�m�ä/U
m*c�ç�å�bF�7��-!6�F��	��Y����	� +����� + ����e-m��3 "! + �",������-	)bF�3 "!� ��3 �4��1�� ���!�����±�by½ M ¾½&e�e� �������,� �7������-!���.��,��3�R,D���� "���" + �1�� Q71�>�����D	���E� ��)�1�� ���!^�������������)��,���!��� ��� ����3 ��R!�������,D �7�������!���.�<5 ����V�B "! + �",������-	B�*�- "!�#C����	��D��	)�� "! + �)�����-	��3 ��B���"W<G��P9��� + �",������-	� "!�#O�H��	%<5�D + ��±&by½ M ¾½�e�Û}±&bF~�e�k�U9?u5��� + �",������-	� "!�#=�D	����D�����Ï ��B�Q,D�"��P= "!����-	������ "!�#V���"	������P°�F��	)�����
+ �����R "!=<5�� + �������R�*�� "!����R���G~À��	��3���5����,����B¬y�� �#�!� "h + ��! + �����	¬y<5�- �#�����D?�á;��<5��71�-	�.&���"�;��,D	B	�����,������)#��>����	���,�#��(.5��!�����	��) "!�H� + ���)��	���!�����,�	����"��P>�����1�����l.��H��	%����� + �����R "!�<I�� + �������R�*�� "!������	��)<5�- �#��������>��P>��!���!�!���#��1�� �7��O	�����87����",����A�Q,�! + �� ���!}èRm*���D ���:������ "�� "�" Q�yPA<5 "�"�&�������)�*�R7��-	�P$,������Q,D�( "!>�����R����#1��	� ������C? � ��.�������Y��	��R#���!��-	����&�F��	��R,������� ���!���������� + �1���I�J,D! + �� ���!> ��

±&by½&e8¿ é
ê ²�³ ´�ë�ì2Å

è�²9è0´�±(²�³ ´ È b�c�e

º0�����-	�71�O�������B<5 �������,��B�������)����#��-!��-	����" ���PV�����)�*�� "!����)�)��P>�*�

������,��)���[�
 ����� "! + ��?Ì���=<5 "�"�$������,��)�V����	���,�#�����,��A��������±Z ����P9�)�)���	� + ��!��°�������Y± ²�³ ² ¿»í>î*¶ ¹ ~%m����-! + �>����,D �7������-!�����P±&by½&eR¿ N
L Ã ²�³ ´�Ä�Å è�²9è�´�±(²/³ ´ È �A�Y<I "�"�I��������������,��)�$���D	���,�#��DW��,��������1�;±C ���!���!D!���#��1�� �7���?� ��	B#��-!��-	����8	��-�F��	��-! + ���� "!Â�����3h��-���=��� + �",������-	� "!�#A�����>ã�c�í�m&U�çDmU�æ�m8ä9ï
mGc�ðDmGU1ñ
m&æ1òDm8æ9ï9m5c�mGïXåym2�F��	B�
 �� + ,����� ���!��$���I�>7���	� �����P���� "!����-	������� "!�#��)�������9�D�)��!����������" + ���� ���!¯��	����1�3�����óã ä1äDm&ä1íDm&ä�c�mä�ò�m�æ1äDm�æ1æ�åy?º;�����-	 + ���)�Y��!]������	���� + �����C��� + �",������-	� "!�#µ "! + �",����=Æ9Wy�)����!���.��E��*� + ������ ���!DWy�)�1E� ��3 Q4���� J��!ªbF����e-.8��!��µ�1#�#������)�-	��1�� �7����)������W�9����?�u5�������;�Y�������9�����D�B!��1���D	���7� ����3#�,���	���!�������0��!>�����;��,����"W ���P����%������ "	$��,����D,���?�{0!��������-	Y�����D	��1� + �µ���������=,��*��!}#�	����D������9��¼��)�F��	$�3 "! + ,����6bF��,����� �<5��P + ,����B�F��	$Æ^ßÝU1e�	��������-	6������!�)�1E + ,�����m& "!V���� �� + �1���$���D#1���B���������$#�	������V "!��9 + �1���C�� ��3 "����	�W ���PC	��1������	B������!=�9 ����� ��3 "����	� ���P1?C�C "! + ,��; ��R� + ���3��,����1�� ���!����"�JP���1�� ��-	)�F��	���,������� ���!2.�<5 ����=�*����P�!��1�3 ����B�� ��Y�O�E9� + �)����#���	� ������)�¼9!���<5!^�F��	$Æ]¿ÏU M æ=��!��V����#5Æ}�����D	���E� ��)�1�� ���!Z�F��	$����	�#���	>Æ*?SH!Â�������-	3�H��	��R,D���1�� ���!��O��, + �µ�1�3Æ9Wy�)���9 ���!���.5��,���������!��� ����%<5��	�¼�������*��-!$	�����,D "	���C��71�-!) "!6��	����-	����R�������� "!>������	���E� ��Y���� ���!��0 "!�����3�D����!��>ã æ�åy?$b � ��	B���D��	���� + �����)���6���D ��;�F��	���,������� ���!V "!V�)��	��#���!��-	����B����� + ����.R� + �� ���7� "!�#Þ���1#���	� ������3 + ��!�� + ��!�������!��C�H� + ����	������	���E� ��Y���� ���!���.&�����R����)ã ä�mDð�m*U�ò�åy?"e{ô¼/��PC	������) "!V��,D	B�Y�������9�� ���������P����A��P��O	���!������|���1�3�D�" "!�#��	�� + �����><5�D + �(.R#� �71�-!Z~%.;�D + ¼��>�µ71�-	�Pµ���Y���"�Y<5�- �#������� + ���"W��� + �� ���!]�����*�� "!�����?^�A�6������<»�������3�H��	$�>	���!�#��6��� + �����3�Q,�! + W�� ���!���.9����� + �1������������ �� + ���"��� + �� ���!C ��&<5 ����)�� �#��)��	��������� "�" ���P + ���1������������1�3���R�����O��	� �#� "!���� + ���"��� + �� ���!]~;?=�>��	�����7��-	$ "!}����� + �����±>¿°KLL .9� + �",������-	� "!�# + ���B�D,������� ���!>�F��	G��, + �6���)���"�(���1�3�D���� + ��!�������)�*�;,������6���� "!��
, + �)�B#��9�9� + �",������-	� "!�#$���8~;?8���R������	��-�F��	���*��#� "!A��P$����� + 	� "�� "!�#6�����B�����B�D�" "!�#O��	�� + ������?

2. SAMPLING PROCESS{0!Â������ ��3 ����� +  ������>�F��	Y����� + �",������-	� "!�#A��	����������Ï ��B�� ��3�D��PV������-��� + �)��� + �V�*�� "!��Y<I ����}���1�)�$���)���"����	��������� "�" ���PAõ(m������*���Q,D�"��P�����-!>#1�9�9�O����	��� ��� ���!��R���������R���1�3�����3<5 "�"�R¬F�" "�F��$���3#1�9�9�O����	��� "W�� ���!��B���G�����)��	� �#� "!�������������?YSH!��D����A�����-	��3 ��R���1�)�3��	����3 ����3 "!���� ��R�����D	��1� + �2.*�F��	� "�G<5�R�����;~�ö&���-!��1���3�����B���-��� + ������������.*�����-!÷3bF±&bF~ ö e�e8¿Âõ L ÷3bF±�bF~Ie�e-?5á;��<5�7��-	�.����D ��� ��0�Q,��� "���)�����)�Y�������9����� ����-!��� "�FP� "!�#=#��9�9� + �",������-	� "!�#��$���I~;? � ��	�.&������	��O��	��$�������3~<5 ����)�������F���"����<I "!�#R�D	����*�-	���P�v&�F��	&�����)�����8���"�����)���"����,����������G½C���~;.*����������	��� ��� ���!V���G½° "!����-	� ������A�Q	��1�»�����B������ ��R,��×����	��� ��� ���!���8~%.� ��;�R, + �>�)��	��3�E��*�-!��� �7��)������!������3������ ��Y���&����	��� ��� ���!����½�? � �B��E9�1�3 "!D "!�#$����������	��� ��� ���!��;���2	���!���������,��������������(~µ���9���!���� + ��!���	� "��,����)��,D��������!��� ����"��PA����<5��	��C����	��� ��� ���!� "!�#>~%?���I��	����:�����; "!����������$�R�)��	��I "!�����	������� "!�#$���1�3�D�" "!�#)�)������9�*?GSH!���� ��C�)�������9�µ�����>���-��� + �� ���!]�D	��������D "�" J�� �������	��>�������-	��3 "!����^��P�����R��	� �#� "!����8<G�- �#������%��!��O��P$�����;��� + ���� ���!����&�:�� "!����;<5 ����� "!�~;m�R7���	� ����D���-Wy<5�� �#����� �!�#$�)�������9�) ���,������$���;��������! + �R�������-\*� + ���8��������;,D!���7���!������3���" "!�#C��	��������� "�" ��� J����?���O��!�����P94��C�����)���1�3�D�" "!�#A��	�� + �����R�F��	B��!�P`!���!�!���#��1�� �7�� + �1����Q,�! + �� ���!V±=��!������Y���D#1���)bQ���� "	��R���8�*�� "!�����e����1�� ����FP� "!�#>�����3�F���"W����<5 "!�#]¬�ø-Wy�)���	� +  + ��!��9 ��� ���!(v$�����-	��) ��B�C�*���� ��� �71� + ��!�������!��)ø��, + �¯�����1�)± N�ù�ú  ��)���)����	� + ?}u5�9,��Y± N�ùÎúû ³ ü Û»± N�ù�úû ³ ý d^± N�ù�úýX³ ü ��!��+ ��!�������,��-!�����P}��������± û ³ üAÛªU ú �)�1E�Ç�± û ³ ý M ±(ý�³ ü�Ë9?>�° ����}�C�" ���������)��	�� + ��	��;!������B�����1�
± û ³ ü Û¯U ú Ó N bF± û ³ ý d°± ý�³ ü e È byU1e

f0 �7���!�� + ���"��� + �� ���!=���2�*�� "!����;~^<5 ����6<5�- �#����5�Q,�! + �� ���!�èR.��F��	���;!���<V7���	� ��������-Wy<5�- �#������ + ���"��� + �� ���!i~ ö  "!6�������F���"����<5 "!�#3	���!��D�1���	�� + ������? � ��	%��� + �C�:�� "!��R¶ ¹ ~Þ����
þ ² ¿Ýÿ è0²8Ã ´�Ä Ò è�´�±(²�³ ´U�±&bF~�e È bFæ/e



bF{]������ ����H� + ����	�P + ���� + ���H��	 ÿ  ���.D�F��	���E9�1�3�D���1.*äD?8SQ!C��	�� + �� + �R ���Y��P>�*�$������ "	��������>���>����Í�,����3���� ��37����",��6���>������ ��3 �4��C�����)�*�-	�W�H��	��)��! + �Y���G�����)����#���	� ������C? eVº0������	�7��)������� ÿ ¿TÃ ² þ ²D?��(����l²3¿ ���N�� � � ?&u&�;��� + �Y�*�� "!���¶)�1���� �#�!6��!) "!����-�*�-!��D��!����QP + ���1���-!	���!������Ý7���	� ����D���	�$²)<I ����������R "!�����#�	����8��E��*��!��-!��� ����5�9 �����	� "�D,�W�� ���!><5 ����>�E��*� + ���1�� ���! þ ² m
!����Y�-��P�.�
3b�� ² ¿�Fe�¿Àb�c5Á	� ² e����² ?���R<5 "�"�8�������$���-!��1���3���� �����,���!��� ���P)õ ²/³ � ?º0�����-	�71���H��	B�Q,���,�	��)	��-�F�-	���! + �Y�����1� þ ²>¿ � �N Ó � � ¿»Ã��� ��b�cRÁ�l²9e�� �² ¿ôÃ��� � õ*²�³ � ¿TÃ��N � � ?R�>��	����71�-	�.(�����B7���	� ���! + �$���G��! "!����#��-	@��E��*��!��-!��� �����	�? 7�?�<I ������E��*� + ���1�� ���! þ  �� þ b�c8d þ e-?z%��<`�F��	��À����� + ���"��� + �� ���!$~ ö ��P;�1���� �#�!� "!�#R<G�- �#�����è ö² ¿]è0²��$²9k þ ²���Y��� + �>�*�� "!��@¶C����~;?5���R��E9���B "!��)�����;	�? 7�?D±&bF~ ö e-?����;�*��#� "!<5 ����} ����3hD	����Y�)���)��!���.5���������D�" ����� "!�#}�����1�3 ��) ��)��!}������ ��Y������	���B�����>������ "	����]��,���!��� ���P1?TuI�� ��O	����" ����C��!D��P^��!^�����C "!����-�*�-!�W���-! + �5���*�����8	���!��D�1�Z7���	� �����������Ç�� ² Ë0��!��B�����5<G�- �#����&���-��� + �� ���!è%ö² ¿^è�²��O²9k1÷3b��$²De-?
÷3bF±�bF~ ö e�e&¿ c

U éû ³ ü�Ä Ò
± û ³ ü9÷3byè öû è öü e bFä9e

¿ c
U éû ³ ü�Ä Ò

± û ³ ü ÷3byè öû e�÷3byè öü e

¿ c
U éû ³ ü�Ä Ò

± û ³ ü9è û è�ü0¿^±&bF~�e
z%��E9��<5�R��,�	�!>���)�����R��� + ��!��>�)�1�)�-!���?

÷3bF±&bF~ ö e L e&¿ c
ä é
û ³ ü�³ ý�³ �xÄ Ò ± û ³ ü ± ýX³ � è û è�ü�è�ý�è��þ û þ ü þ ý þ ���

é� ³ ��³ Ê ³ ��� � �! 1Æ
K"
3b�b�� û ¿�Fe$#>b�� ü ¿% 9e�#>b�� ý ¿^Æ�e�#>b�� � ¿¯KXe�e È
��� + ��� + ,������������� ��l��P��*��#� "!�!� "!�#B���* "��������7���	� ����������&� û M �$ü M �Oý M� � ��	��; "!��D���*�-!��D�-!��R�7��-!i<I���-!i�����)�R���(' M*)DM,+�M�- + ���"�" �����m2��!�������-! + ��	�	�� + �� "!�#O�F��	R�����3��\*� + ���%��� + ���"�" ��� ���!*��?Bu5��� + ��� + ,������� ���! ��R "!�7�����7����*.5��!��> ��B���3 ����������-!��� "	��-��PA�Q	��1�©���� ��3��E9����!������=���DW����	�� + ��?8u5���;	�����,����0 ��

÷3bF±&bF~ ö e L e�¿^±&bF~�e L d¯ã U�±&bF~�e
ÿ
å L éü�Ä Ò

þ ü b�cGd þ ü e*d é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è0Lû è0Lü� û �(übyñ�e

z%��<^<5�;��!�����P94��R���D �����E���	������� ���!2?�Õ5�#� "!�!D "!�#C<5 ����>�����;��� + ��!������	��C.D	�� + ���"�&������� Ã þ ² ¿ ÿ .������-	��-�F��	�� Ã þ L ² Û ÿ L .���!��>���
ã U�±&bF~�e
ÿ
å L éü�Ä Ò

þ ü/b�cGd þ ü�e�Û}ä�±&bF~�e L b�c8d^c�k ÿ e È bFò9e
z%��E9�8<5�5��E9�1�3 "!������������D "	��$���-	��C?��0� + ���"�" "!�#)����,����� ���!AbFæ/e���!���������&� ² ¿ þ ² k
b�cGd þ ² e-.D<G�R<I	� ����

é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è�Lû è0Lü� û � ü ¿ é

û ³ ü�Ä Ò
± Lû ³ ü

è0Lû è0Lü b�c8d þ û e-b�c8d þ ü�eþ û þ ü

¿ ä�±&bF~�e�L
ÿ L

é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è û è0ü�b�c8d þ û e-b�cGd þ ü�ebyÃ ý è�ý�± û ³ ý�e-byÃ ý è�ý-±(ü�³ ý�e

��!��C	�� + ���"�" "!�#>Ã þ ²B¿ ÿ <G�;����7��
é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è�Lû è�Lü� û �lü ÛVä b�cGd ÿ e Lÿ L

±&bF~�e L �

é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è û è ü�3 "!(Ç�Ã ý è�ý�± û ³ ý M Ã ý è�ý�±(ü�³ ý�Ë2�)�1E�Ç1Ã ý è�ý-± û ³ ý M Ã ý è�ý-±(ü�³ ý�Ë�2��I,��5����<5�-	��*��,�!��>��� + �>���8�����R���-	��Y�� "!������;���1�����D�-!����B "!���W����	�? � ��	;�����)�3 "!�����	��C.�	�� + ���"�" "!�#> "!����,����" ���PVU9. + ��!��� ����-	Y�����1��F��	;��!�P.' ¹ ~

±&bF~�e8¿ c
U é²/³ ´�Ä Ò

è ² è ´ ± ²�³ ´ Û cU é²�³ ´�Ä Ò
è ² è ´ U ú Ó N bF± ²�³ û dÂ± û ³ ´ e

¿ cU é²�³ ´�Ä Ò
è�²9è�´�U ú ±(²/³ û ¿^U ú Ó N è Ò é²�Ä Ò

è�²�±(²�³ û
á;��! + �

�3 "!(Ç1é ý è�ý�± û ³ ý M é ý è�ý-±(ü�³ ý�Ë Ü U
N Ó ú ±&bF~�e�k1è Ò È

� ��	%�����R�)��E$���-	��6.�<5	� ����)bF��#1�� "!>,��� "!�#$ "!�����,����" ��yP=U1e

�)��E�Ç1é ý è�ý-± û ³ ý M é ý è�ý-±(ü�³ ý�Ë Ü
c
U é ý è�ý�bF± û ³ ý5d=±(ü�³ ý�e

Ü cU é ý è ý U
N Ó ú ± û ³ ü ¿^U Ó ú è Ò ± û ³ ü

z;��< + ���R�D "!��C�����$�3 "!}��!��V�)��E���!�����P9�����$��� + ��!��� "!9,��$�Q	��������,����� ���!VU9v
é
û ³ ü�Ä Ò

± Lû ³ ü
è0Lû è�Lü� û �(ü Û¯U L � L ú b�cGd ÿ e L ±&bF~�e L k ÿ L byï1e

/0!� "�FP� "!�#C����,����� ���!��Bñ9.�ò)��!���ï3<5�;h�!��6�����1�0�1$2436562�7Ìc�?�8:9�±^�!;B�Bø=<�>B���F�-�Q�B�����@?�9BA9�R�����3�y��?DC�A�>»�EA��F<�������F�GA�?B~ ö ;�X�������F�ECB�=;�C9�B;�����Q���ECY�9�EA�H��BI
÷3bF±&bF~ ö e L e�Û}±&bF~�e L byñ�d=ä9k ÿ dµU L

� L ú b�c�d ÿ e L k ÿ L e J
� ��	;����� + �",������-	� "!�#O��	�� + ���9,�	��3<5�%<5 "�"�2!������C�Y���" �#����;�E9���-!��� ���!���Y���� ��>�����������)��!���?K�2���ML �*����!],�!��9 "	�� + �����[#�	������[<I�������7���	��� + ���;��	��R�����;�:�� "!����R����� + ���"��� + �� ���!°½�.���!��C�����

±(N�by½&e8¿ é
ê ²/³ ´�ë�Ä�N è�²9è�´�±2²�³ ´ È bFç/e

SH�G½ öPO ½°�����-!�<5�;�����%±(N�by½ ö e5����,����8± N�Q by½ ö e5<5���-	��RL ö  ��%����� "!��
, + ����#�	����D����!�7��-	�����E6�����%½ ö ?8Õ5PC��!���!�����P9�� ��; ����-!��� + ���5�������,����� ���!^äD.8�����O��	���� + 	� "�*��µ�����B�D�" "!�#=�D	�� + ��
,�	��>��!}�>�����)~P� ��-�����
÷3bF±(N�bF~ ö e�e�¿µ±(N8bF~�e È bFð/e

�>��	����71�-	�.��� "! + �)íBÛµ± N bF~ ö eIÛ}±&bF~ ö e-.
÷3bF± N bF~ ö e L e5Û}÷3bF±�bF~ ö e L e È b�c�í/e

���R�����-	����F��	��;����7���v0�1$2436562�7óU
?�8:98±V�!;%�;ø=<,>3���F�-�J�;�����@?&9BA9����?DS�T9���EU��RL»��?DC9BA9�%�É���B����?4C�A�>��*A��Q���-���F�GA�?;~ ö ;�����-���F�ECB�=;�C9�B;���-�Q���*C3�9�*A�H��"I
÷3bF±(N8bF~ ö e L e5Û}±�bF~Ie L byñ�dÂä/k ÿ d}U L � L ú b�c8d ÿ e L k ÿ L e J

3. THE CASE ±>¿°KLL



3.1 Preliminaries and related literature���R�F� + ,��;!���<Z��!������ + �-!���	����5���*� +  ���� + �����R "!�<I�� + �=����� + ������J,D! + �� ���!^ ��$�����C����,���	������@��, + �" �������![�
 �������! + �WV9²�³ ´C�*���y<5���-!�:�� "!����B¶ M�· ���9,��5 "!����D ��%��� + �� ���!�± ²�³ ´ ¿XV L ²�³ ´ ?���)����PC�������R�y<5�)�������B½ N M ½ L.Y%Z\[ ��	��];�^U��9�y�9�F�ECCbF��	_;�x���Q���Q�:S;�^U��9���9�F�EC�eD��PR��������	��a`° "�(��!��5���*�����������������2 �� + ��!����� "!����) "!$����� "!�����	� ���	B��!��C�����B�������-	� "!������R��E9����	� ���	R���b`�bF����� + �1�3�*��!��-!������� Z [ ÁR`3.������"�F����� + ���8�����*�-�"����O��	��D ���	���	� "��P3 "! + �1����`Â ��&����P��*�-	�W������!���e-?6�A�Y����P>�������Y½ N M ½ L ��	��dc&���@e��:S];�^U��9�y�9�F�EC)��P>���D���-	��`� "�%��!��$���%��������O������� ��)�9 ��QÍ��� "!��3�Q	����|�����) "!����-	� ���	6��!��=������1������	R�Q	����Ý�����B��E9���-	� ���	)����`3?@uI���R¼9��P>���$�����)�D����-	��3 "!� ����� +����#���	� ������ + �1�3�D,��� "!�#C�����3������ ��)����U�WF����	��� ��� ���!V��	;Æ9WF����	��� ��� ���!���8�3�*�� "!��;������.� ��0�����R�F���"����<5 "!�# + ��	����"����	�P>���2��	����*�1�� ��� ���!}ï9vf�365636g�g�hD5ji�æ�?�8:9;by½ M ~°Á`½&e3�!;@��?dAEU(�x�k>3���=U��9���F�Q�F�GA�?.c&�Q����y�B;�U������&�lA;±i¿°K�LL A�9;�	m!U4A=;E;�Q���:S�H��9�-�Q�9�����B<�c&���FT����on(U4A9�G?��P;����~aI�����@?C���������B�*p9�!;��G;%�_;�U������y�a;��^U��9���9�F�G?�T%½À��?DCR~VÁV½&q�(���8ø�by½&e��*������� + �-!�����	5���&#�	���7� ��yP)���(�B���������*�*�� "!����%½�.�ø�by½&e8¿èRÓ NÅ Ã ²/Ä�Å è�²9¶l?GbFá;�-	��Bè;ÅY¿^Ã ²�Ä�Å è0²D.���	%�� ��3����PV® ½5®� "!������,�!� "�F��	��3Wy<5�� �#������ + �����1?"eX�2���Rw8��	�by½&eB¿»è Ó NÅ Ã ´�Ä�Å è�´rV�L´�³ ú o Å t ?b � ��	B�D	���7� ��yPV<5�$<I "�"�%�������D.5#� �7��-!¯�������Y½ N ��!��^½ L .&�����.V Å�s-³ Å@t���-!������uV ú o Å�s t ³ ú o Å@t t ?&u5�9,��8w8��	�by½&e8¿Àè Ó NÅ Ã ´�Ä�Å è�´@V�L´�³ Å ?"eB�5���"W+ ,D���1�� ���!�������<����������5��!C���,D �7�������!��0�F��	���,������� ���!����&�����0K LL + ������J,D! + �� ���!� ���±&by½&e�¿]è0LÅ w8��	�by½&e-?������¼>���-����	��1�� ���!�<5����������<5!>��	���7� ���,�����P>��POÕG��	����%��!��>á;�1�3W�Y�-	�ã ç�å�?^u5���>�
 ����� "! + �� ���!Z�*���y<5���-!¯�����C¼9 "!��D�>���R���-����	��1�� ���!<G���>��7��-	����9��¼9���*?v�(�����-	�SQ!�������.)âR�������Z��!�� Sx�)�� Cã U�ä�å3��	���W�:�������]��E9���B "!D "!�#À���"�)�������-	��A����	��� ��� ���!������°h�!��]��!]������ ��)�������	��� ��� ���!2?ªu5���1�)�D	����*�������R ���Íy,����� "h����]��!���Pµ��!]�����C������ ��C��������3��	������-!��B<5��	�¼*.(�*� + ��,����$<5����¼����-����	����� ���!}�D�9���R!����; ��3����P�Y��,D��Wy��E��*��!��-!��� ������� ��)�R����#1��	� ������C?
u5���;�D	����*�-	R����!��
�" "!�#>���8�������$�������5 ��C¬y�� "!�#�,D����	�C "!������B���-!�����������) �� + ��!����� "!��>�)��	��6������!w)dôc + ��Wy�������-	� + ���R�*�� "!����AbQ!����!�� + �������	� "��Pµ�C	���	� ���PA "!} "!�����#���	�W + �9��	��9 "!��1���A�������/e����1�3��,�	�!������,��B���C�*�$��!Â�����*� + �3	�����,� "	� "!�#=��,���������!��� ���� + ��	��)�*�����= "!}���������� + 	� "���� ���!}���5�����)�������-	��3 "!� ����� + ��E9� + �R����#1��	� ������C.&��!��> "!= ���� ��B�D�����Y�-!������� ���!^bQ��PC�����R��,�������	R��!��$��PC����,��D�-!�����e-?
º0!}�����C�1�����-	Y����!��*.5�� "! + �C�*�-	���,�	������� ���!��C���R�����)�*�� "!��)��� + ��W�� ���!��>��\*� + �6± + ��!��� "!9,���,�����P�.Y���D ��$ �����,�� + ��!(.; "!]����� + �1���A������D��	���E� ��)���� ���!Z����#���	� ������)��.��*� +  "	 + ,��B7��-!�����ZbF������,�#��^�����-	�� ��$!���!�����^���9e3��P=hD	����)�*�-	���,�	��� "!�#}�����>�*�� "!����$ "!����V#��-!��-	�����:���� ��� ���!�<5 ����>	������*� + �0���Y���D���-	�����?ÕG�������3,��*��! + ��	����"����	�P$æ;<G����	���7� ��D�%�;�������-	��3 "!� ����� + ����#1��	� ������+ ���3��,��� "!�#C��!>������ ��)���GUXWF����	��� ��� ���!� "!���� + �� ���!�æD? æD?u5���3h�	����;�)�-!��� ���!V���8KLL ���%� + �",������-	� "!�# + 	� ����-	� ���!}�)��P$�*�3��Pâ; ���������7��D.��C, + ��!D "¼}��!��Vz;��7� "¼/��7^ã æ9U�å�.&�F��	3�*�� "!��$�������� "!¯��!���9 ��)�-!��� ���!(?
3.2 Necessary condition for local optimality�  "! + ���:�� "!����;��	��;���"����<G���>7���	�P� "!�#O<G�- �#�������.� ��I ��5!�����,�	��������)���"W����< + �",�������	� "!�#1�O "!V<5�� + �}�����O<G�- �#����)�����C�*�� "!��3 ��)���"��� + ��������1�)��!�#�����7��-	���� + �",������-	���?�á;��<5��71�-	Y��� + ��!V����� "��P=�*�$7��-	� "h����*.������!�P���, + � + �",������-	� "!�#V�����-	�� + ��	�	�����*��!��D�6��!��������-	6�������������-	��	$����,���� + �1���)<5�D + �^�����" ����)!��>�*�� "!�����?]bFu5�D ��B ��)��	�,��6���@��!�P+ �����;�Q,�! + �� ���!(.2	�����,� "	� "!�#���!���PA±(²�³ ²>¿Zí)î:¶lm2��!����������O�H��	 + 	� "W����	� ��O��, + ������xV�
 �� + ,��������� "!���� + �� ���!Âñ
? e)á;�-! + �; "!������3�����,��-���!D��P=����	��� ��� ���!��$<5�D + �^�1���� �#�!}�*�� "!����$���C,�!D ���,�� + �",������-	��$<I "�"��:� + ��!��� ��D��	����l?ya2�zj{!|�{:}D{k3$|�ä�?.~�����C9�!;�F��?����&�-���lc&�-�@?R�lc(A5Æ�<!U��9�-�F�Q�F�GA�?j;���¿Ç1½2N MÈÉÈ�ÈÉM ½ Ê Ëµ��?DCd�Ì¿óÇ=�RN M�È�ÈÉÈ�M � Ê Ë%A�9>��;����5~aI$�:;C�����C�����=;��?4��>B�-����A�9;�����@>3�@?��G;�c*�DA=;���>B�@>3������;Î��� U�;�>R��;�����R������?�T9�EC�;�A

�����9�lî6���= 6½ � ¿����jq�m^�&�@���GH������@?��É�:SrI8�����3�����=;���R��>R>3�k?�TdC9�!;E<�F��?����3������c&���@?>������H������lA9��;R�G?6Ç
c M�ÈÉÈ�ÈÉM Æ�Ë s ;�U������ 9BS��G?�T3������U��9�-�F�!<�F�GA�?�;��»��?4C_��I������9���-��?��-�.A9���F�9�G?��*C$�rSaU����E>R���x�9�F�GA�?dA�9Y�É������ U����9������Ç
c M�È�È�ÈÉM Æ�Ëjq ny�2�zj{:|�{!}4{G3�|»ñ
?��ôÆ�<!U��9���x�J�x�kA�?��^¿TÇ1½�N M�È�È�ÈÉM ½ Ê ËA�:;� j<^;�F�9������ 9��Q�G;��*A=;��9±&bl�Ge�¿ Ã ±&by½ � e��!;�>B�G?��k>3������>�A�?�T����J��Æ�<!U��9���x�J�x�kA�?�;c&�Q�����G?dC9�!;�F��?����� 4q
SH���V ��;������ ��)���5�����-!> ��� ��� �Wy�������������F��	%��!�P] �?ISH���µ ��3by'$Á°cXexW�����������B�����-!> ��5 ��%������ ��)���F?
�5��!��� ��D��	R�)�������À��!��C�3�:�� "!�� · ?8u5���-!6±�b����CÇ · Ë1e2ÁA±&b��%e&¿è�´&Ã ²�Ä�� è�²�V�L²�³ ´ È uI�� �� + ��!C�:��	���<5	� ������-!

±&b����CÇ · Ë�e�Á�±&b��;e8¿]è0´�ã è Ó N� ±&b��;e(dVè��(V L ´�³ � å È b�c�cXe
� ��	�.��D��� + �;ø1b��;e2���8�����0��	� �#� "!6���(����� + �9��	��9 "!��1���R��P9�������C.9��!�� ·���(�����&�*�1�� ��� ���!	V9´�³ �)��!B������h�	����2�1E� ���?�u5���-!Yè�´2Ã ²�Ä�� è�²�V�L²/³ ´ ¿
è ´&Ã ²�Ä�� è ² ã Ã [L ¶ L � d=by¶ N Á�V ´�³ � e L å*¿]è ´ ã Ã ²�Ä�� è ²8Ã [ N ¶ L � dè��(V�L´�³ � ÁÂU=V9´�³ �3Ã ² è�²9¶lN�å(¿]è�´�ã"Ã ²�Ä�� è�²�V�L²/³ � d}è��(V�L´�³ � å:¿è�´�ã"èRÓ N� ±&b��;e*d}è���V L ´�³ � åy?z;�1���R�����1������,��1�� ���!}c�c; ��%�)���*� +  ���� + �1���R���8�����R�)��	��R#1�-!���	����

±&b��;e8¿^é � ³ � ã è����J±&b����Xeè��D� d cU è��P�yè��6�"V L ���F³ �6� å È b�c�U1e

��E���	������� "!�#C����� + �1�������b�Þ "!����-	��Y�0��� + ��!����� ���,��-!����BÇ=� � Ë)<5 ����<5�- �#������8Ç�è �P� Ë5��!�� + ��������Ç�±&b�� � e�Ë
?8bF���- �#������2 "!��=��	��&��,��)�)��� "! + �����B���8	��-�*���1�����>�*�� "!�����? e`u5�� ��;��E���	������� ���!= "!=��,�	�! + ��!A�*�<5	� ������-!> "!������;�F���"����<5 "!�#><G��P1.D<5�� + ��<5 "�"�&�*�R,����-�Q,��2 "!������R���-W��,��-�Fv
±&b��;e8¿ é ±&b�� � e(d é �G� � bF±&b�� � ���&�1e2ÁA±&b�� � e&Á�±�b��&��e�eb�c�æ/e

z;��< + ��!��� ��D�-	Y��!���E� ����� "!�#C����	��� ��� ���!¯Ç�½ M ¾½&ËO��!����)!��< �:�� "!��· ?Tu&�=<5�� + � + �",������-	> ��$ ��O��	��-�F�-	����D���=��������Í��� "! ·�� � ��hD!������	����`	��#� ���!��C����	��� ��� ���!� "!*#^����� + �����O�H���"����<���vV�����>	���#� ���!À "!<5�D + �� ��0 ��0��	��-�F��	��������)���$����Í��� "!������R!���<À�*�� "!��R���C½�.�¡Dby½&eG¿Ç ·^¹ Z\[ v5±&by½W��Ç · Ë�e�Áµ±&by½&e`àÝ±&b ¾½W�=Ç · Ë�e0Á}±&b ¾½�e�Ë9m������	���#� ���!� "!�<I�� + �A ��� ��0��	��-�F�-	����D���)���Y����Í��� "!���� ¾½�.�¡Db ¾½�e8¿ZÇ ·$¹Z [ v;±&by½��µÇ · Ë�e0Á]±&by½&eÂßó±&b9¾½��°Ç · Ë�e;Á^±&b/¾½8e�Ë
mR��!��]������*��,D!��D��	�P=�*����<G���-!}��������O�y<5�C	���#� ���!���.5<5����	��O�����-	��$ ��)�>�� ���.¢ ¿£¡Dby½&e ú�¤ ¡Db ¾½8e ú ?iuI���$��,D	��H� + � ¢  ��3���-h�!���°��P������6����,���W�� ���!}±&by½��AÇ · Ë�e5Áµ±&by½&eB¿�±�b ¾½��=Ç · Ë�e�Á}±�b ¾½&e M ����,D �7������-!�����PÃ ²/Ä�Å è�²�V�L²/³ ´ ¿ÀÃ ²�Ä�¥Å è�²�V�L²�³ ´ M ���,D �7�������!����QP
è;Å�V L ´�³ Å d°è Ó NÅ ±&by½&e8¿^è ¥Å V L ´�³ ¥Å dVè Ó N¥Å ±&b9¾½&e È b�c�ä/e

�8E9���3 "!����� ���!C�������������1��� + ��!��
 ��� ���!$������<��&������� ¢ .� "��!����2��3���yP�. ��;�Y���D���-	��)bF�3��P��*��	��D����!��) "�Gè;ÅB¿]è ¥Å e-?
¦(563$§43P¨E{:}D{k3$|TòD?%½»�!;$c=<�;��F�9�����$� 9C��?4C©A�?D�:S>� 9)½ O ¡Dby½&e ú��?DC ¾½ O ¡Db ¾½�e ú q

ª�«B¬�¬�B®%SQ��½� ���c�Wy�����������5������!2.��F��	���!�P��*�� "!�� ·3¹ ½�. Ã ²�ÄDÅ Ó ê ´�ë è ² V L ²�³ ´Û¯Ã ²/Ä�¥Å è�²�V�L²�³ ´ È �8��,D �7������-!�����P9.�Ã ²�Ä�Å è�²�V�L²�³ ´ Û}Ã ²�Ä(¥Å è�²�V�L²�³ ´ . ��3����P� "!�#������1� ·A¹ ¡Dby½&e ú ?$u5���)��	�#�,��)��!����F��	V¾½° ��� ����-!��� + ���F?u5��� + ��!�7���	����� ��5 ��)�)��
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ª�«B¬�¬��® � ,D���*�1���0�������8¶ ¹ ½ ¤ ¢ ��!�� ·)¹ ¾½ ¤ ¢ ?&z;��<=�E + ����!�#�������B�)���R�*�-	����� "���R���8���������R�*�� "!�����?;u5��� + ����!�#��3 "!�±> ���°B±�¿è�²DbyÃ± Ä�¥Å Ó ê ´�ë è ± V�L²�³ ± Á%Ã�² Ä�Å è ² V�L²�³ ² e�dRè�´�byÃ�² ÄDÅ Ó ê ²�ë è ² V�L´�³ ² ÁÃ ± Ä ¥Å è ± V L ´�³ ± e È �  "! + �C¶>��!�� · ��	��)��! ¢ .(��� + �����G���������Y���-	��)����,������OÁ%è�²9è�´@V�L²/³ ´ ?Bá;��! + �\°3±V¿�Á%U1è0²9è�´@V�L²�³ ´ à]í�. + ��!���	���W�9 + �� "!�#>U�W��������D "�" ��yP�? J�(����³ [ by'*e&¿]Ã [� ´ ' �©µ ?¦�563$§43P¨*{!}D{k3$|ªçD?��¶;���.A�9>'�U4A9�G?��G;��G? Z [ ���=;��9�.>�A=;�³ [ �2N�by'0ÁCcXe�U�<^;�F�9������U�<!U��9���x�J�x�kA�?�;Bq�~����%�X�:��;�x����;&A�9��@H����ESa;��D���U��9���F�Q�F�GA�?µ�9�y�·;�^U��9���9�F�EC��rSV��;�U��������@qT��	��9����v}{0!¹¸3by' [ �2N e�:��,�!��V ��3 ��)�)���9 ������1m0�Q,�	������-	$�������� "���6���3 ��������=�Q	��1�Ï���� ��)��E�W����!������>��������	�� + ��? J
u5���%UXWy�����������0����	��� ��� ���!��%��	�����7���!)�Q,�	������-	8	�������	� + ����l?G{µ��,�����������R�C�*�1�����) ��)���-	��)��°�d �WF�F���3 "��P= "�% �� + ��!����� "!��)!�� + ���� "!��O�������!�#1���d %dµc)ã"U9c-åy?�bF{ôc�Wx�H���3 "��PC �����!���!��� + ���� "!(? e¦�563$§43P¨*{!}D{k3$|ªðD?�8:93½ Y �|�����r?M¡Db��;e Y ¡Dby½&eBq»º������É������<>RA9��� ¢ b��%e ¤ ¢ by½&e3����?>�*A�?��F�9�G?$�9��>RA=;���A�?��&U4A9�G?��lqª�«B¬�¬��®R{ + ��!�������,���! + �R���&�����;����,����� ���!�±&by½_�)Ç · Ë1elÁ>±&by½&e8¿è ´&Ã ²�Ä�Å è ² V L ²�³ ´ ? Jf�365636g�g�hD5ji×cíD?\m��Bn.~����%�EA��Q�������F�GA�?�A�9�;���¼;bc*���Q���.A����@�D�8�=;���:��;��F����;8�G?)c=<^;�F�9������U��9���F�Q�F�GA�?�;(A�9���;�����~Z�9�����%U�< 9���>3���:SR�G?)�����U4A=;���PA�9�;����";���G;�A�9�~�qRm���n.~����B�EA��J���-���F�GA�?_A�9�;����G;8½ ¤ ¡Dby½&e�9BA9�c�<^;�F�9�X���&U��9�-�F�Q�F�GA�?j;5by½ M ¾½&e_A�9R�.;����2~ �9���)��?>��?��F�Q�����9�G?6�G?>�����U4A=;����A�9�;B���B;����G;�A�9�~�qRª�«B¬�¬�B®6º;�3 �������`�Q	��1�×���� ��R��E9���-!��������������	�� + ��? J
3.3 Exact deterministic algorithm for U -partitions0�1�2D3D5�2j7 c�c1?aº�A9��½(p9�EC.w]��?%AEU(�F�G>B���8U�<:U��9�-�F�Q�F�GA�?=�k? Z [>B��S)���&9BA��j?DCB�G?.¸3by' [ �2N e3�F�G>B�@qª�«B¬�¬��®){Z�� ��)�R�*��,D!��A����¸3by' [ � L�e� ��%������ "��P��������� "!����>��PC��E�W�:�-!��9 "!�#�¸3by'*e;�� ��)� + ���3��,��� "!�#�±=�F��	B��� + ���������-	��)����	��� ��� ���!2?u5���>�D�� + 	� "���� ���!Z���R�����>�)�������9�µ� + �� ���7� "!�#µ�� ��)��¸3by' [ ��N e3 ���1�3 ��������C�Q	��1�»���D ��%��E9���-!��D��>��������	�� + ��?
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�k?�T0�lA�A�?��A�9$�����@>À¿@�����];��>3�.?D�j>3�����_A�9_;�U������y�";B���������l9BA9�y�$���F;BA�;��EÁ}�-��k?dA9�^C9���;�lA_;��^U��9���9�F�R�����R���:��;�F����;�q J�(����Â3by' M w M Æ�e�¿^' o [ � L�t Ê �2N*Ã n(oQo [ � L�t Ê t ?¦�563$§43P¨*{!}D{k3$|Ýc�æ�?.~��������>�:;$��?=��� T�A9�-�J�É�D>½&?DC9�k?�T>�É���.AEU�<�F�G>B���8Æ$<:U��9�-�F�Q�F�GA�?�A�9��·;����A�9$'XUDA9�k?��G;�c*���J�-�^�*��?j;>�G?^�F�G>B�Â3by' M w M Æ�eBq
�8�����-!��� ����2,����0 ����)�����0���-	��%���&�����C¬y�����3�����;�*�� "!�����)����#1��	� ���������)ÕG����,(.R�&���"��� + ¼[��!��À����P�.%<5�D + �À��	��9�9, + ��C	��-�D	�����-!������� �71��:�� "!����5 "!>����� + ���"���0���-h�!���O��P$�3��������2�*����P�!��1�3 ����J�3b�ã ñXå�Ä�æD?�c�? æ�(?8c�í9U�ç9e-?Bu5���B	����
, + �� ���!= ��3�1�3 ��������>�Q	���� ���D ��R��E9����!������=���DW����	�� + ��?

3.5 Simplification of KLL clustering by dimen-
sion reductionu5���B�����R~]���%'>�*�� "!����B���)�*� + �",������-	������)��PC�" ��3 "!V�)�� �#��V�9 "W�)�-!��� ���!�������, + �" �������!������ + ��?8���0!������$!���71�-	 + ��!��� ����-	@�R����� + ������
 ��Y�-!��� ���!=#�	���������	;������!`'�Á�c�v2 "!��D,��;#� �7��-!> "!i�3�� �#����-	R�9 "W�)�-!��� ���!����:����� + ��������,D���3�:��	����9, + ��)���;���� �� + �����5��P;��	���ÍÎ� + �� ���!��!����Y�����B���)!��R��,�������� + � + ��!����� "!� "!�#>~;?¦(563$§43P¨E{:}D{k3$|»c�ä�?�º8�Fp°��?4SC_µß©í4qÆÅ��GH��@?µ�W;���0~ÇA�9$'U4A9�G?��G;B�G? Z s
Ó N I%�OÆ�<!U��9���x�J�x�kA�?©A�9R~©����?=���C�*A�>�U����F�EC	c*�DA=;��

�*A=;���±i�!;�c&�Q�����G?B�(9��9����A9��A�9�cXdaÈ�A�9&AEU(�F�G>B���FI��G?)�F�G>B�&' n2o:ÉEÊ t p q�r:s�tmF9BA9��Æ$¿^U@n$��?DC�Â3by' M _ Ó�L ����#�' M Æ�e_mF9BA9�bT
�@?����y���9Æ�n�qª�«B¬�¬�B®uË�����!�����!$��!��_�* "!����-!�����	���,����0������<5���B�����1�� "�:�;�����8~=���'`�*�� "!����; "!���, + �" �������!Â����� + �3 ��;�Y�����*���>,D!��D��	R�)	���!��D�1�×��	�W������#���!�������	���Í�� + �� ���!MÌ ���%��!	¸3b p q�r*sÍ t exW��9 ��)�-!��� ���!�������,D������� + ��.�����-!}<I ������D �#��µ��	��������� "�" ���Pµ�����C�9 �������	��� ���!^���;�����$�)����	� + ��!���������)�*�� "!����3 ��R!��>�)��	��$������!^cIdÎÈ$ã"U�ð�å%bF� + ��!�������!��)���IçC ��� + �� ���7��������O "!V���� ��3��������	����C.(<I ���������#C�*�- "!�#>�����3!��1��,D	��������1#�W��	� ������$e-?GuI���;�9 �������	��� ���!> ����)��E4Ï ³ Ð�³ ú�³ [ Ä Ò b�Ñ*ÒaÓBÔ ÒaÕ�ÑEÖ^Ô ×ÑEÓBÔ Õ�ÑEÒ�Ö^Ô Òa× e È � , + �>��)���D�� "!�#��)��P>�*�)�F��,�!����-� +  ��-!�����P^bQ "!V�� ��Y�ÙØ¸3by'�L1e�e0��P���	� ������!��]�-	�	���	�?Ýº0! + �=�V��,� ����������µ�)���D�� "!�#µ���1�C�*���-!]�F��,�!��l.BU�W����	��� ��� ���!���	@Æ
WF����	��� ��� ���!=����#���	� ������)�)bF�������-	��3 "!� ����� + ��E9� + ��.D�F��	�=#�,���	���!��������^���D��	���E� ��)���� ���!&.R��	O	���!������B �4����]�����D	���E� ��)�1����.�F��	;�B�D �#��>�D	��������D "�" J��PC	�����,�����e + ��!>�*�R���D���" ����*? J� ��	����������DÍÎ� + �� �7��;�J,D! + �� ���!Úx=���;�*�;���-h�!����$ "!6��� + �� ���!�byñ�e���!��!������A	���!�#1�O "!V�����$�D������	��3 "!D ����� + ����#���	� ������Ì��7���	3��P��*��	��D����!��	��������-	6������!]�������-	��C����	��� ��� ���!���?T{%�$������<5!µ "!Tã U�U�å�.8 ��3�D	���7�W "!�#°��!]�����C ��Y�)���9 �������¸3by' [ ��N e-.����� �� + ��!µ�*������!��` "!]�� ��)�¸3by' [ ����#�'*e� "!��9 ��)�-!��� ���!�w�?�u5�� �� + ��!>�*�; ��B�D	���7���lvÛ�3�}D2ôcXñ
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.���P$,��� "!�#C#1�����Y����	� + �9,����" ���P���!�� + �1�3W��,��� "!�#^�����> "! +  ��D��! + �V#�	������Z���)�����A��	�	���!�#����Y�-!��A���R��P��*�-	�W������!�����.� "!������R���1�)�R�)��!D!��-	R�1�5 "!���� + �� ���!�æ�? æ�?
3.6 Simplification of KLL clustering by sampling����!���<=������<V<I�����* ��&����� + ��!�������,��-! + �I�H��	&±i¿°K LL ����,��� "!�#R����������B�D�" "!�#`��	�� + �����R����� + 	� "�:���= "!=��� + �� ���!ÂU
?Bu5��� + �����;�J,D! + �� ���!K LL  ��5��� + ��,D	����R�YUXWy�)����	� +  "!>�����;���-!����R�9 �� + ,�������C "!C��� + �� ���!`U
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3.7 Randomized approximation algorithm forU -partitions
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